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1. LÄHTEPRINTSIIBID 
 

1.1. Süsteem, struktuur, graaf ja semiootika 
 
Mille poolest erinevad teineteisest niisugused elementidest ja nendevahelistest seostest koosnevad 
moodustised nagu süsteem, struktuur ja graaf. Süsteem on paljuaspektiline, selles mängivad olulist 
rolli selle elementide ja seoste empiirilised omadused. Süsteemi puhul huvitutakse selle 
funktsioonist ja struktuurist. Struktuuri mõiste on paraku devalveerunud pea igasuguse objekti 
ebamääraseks omadussõnaks. Struktuur kujutab endast süsteemi abstraktsiooni, selle „skeletti“ kus 
selle elemendid on minetanud oma empiirilised tähendused kuid säilitavad kvalitatiivsed erinevused 
sõltuvalt oma seostatuse viisist – positsioonist – struktuuris. Struktuur (ladina sõnast structura – 
(sise)ehitus) on määratletud kui süsteemi elementide (muutumatu, püsiv) seos ja vahekord ehk 
organiseeritus ehk seostatuse viis ehk kompositsioon [Schmidt] [����� ] ning on kujutatav graafi 
näol. 
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Lihtsalt ja piltlikult võib süsteemi, struktuuri, positsiooni ja graafi mõisteid selgitada Rubiku 
kuubiku aluse. Selleks vastakem kõigepealt kahele küsimusele: 
 

1. Missuguseid positsioone omavad kuubiku elemendid? 
2. Kas kuubiku kihti pöörates muutub selle süsteem või struktuur? 

 

 
 
Vastus 1. Rubiku kuubiku igal tahul on 9 elementi, seega kõikidel tahkudel kokku 6x9 = 54 
elementi. Igal tahul on üks element keskel, neli elementi servades ja neli elementi nurkades. Seega 
kuubiku 6 elementi moodustavad „keskpositsiooni“, 24 elementi „nurkpositsiooni“  ja 24 elementi 
„servpositsiooni“. Rubiku kuubiku struktuur on kujutatav graafina millel on kolm tipupositsiooni. 
 
Vastus 1. Kihti pöörates muutub kuubiku süsteem, sest muutuvad elementide empiiriliste 
omaduste, värvide, omavahelised suhted. Struktuur ei muutu, sest elementide positsioonid säilivad. 
 
Ka Rubiku kuubik kui süsteem on paljuaspektiline. Kui me selle elementideks oleksime võtnud 
tahud, saaksime 6-elemendilise süsteemi; tippude puhul saaksime 8-elemendilise ja servade puhul 
12-elemendilise süsteemi. Kuubiku kui 54-elemendilise süsteemi funktsioon on ühevärviliste 
tahkude segipaiskamine ja taastamine. Kuubiku struktuur on kujutatav graafi näol. Näiteks, 
Rubiku kuubiku struktuuri igal elemendil on neli naabrit: „ülemine“. „alumine“, „parem-“ ja 
„vasak“ ning see on esitatav graafina, mille 54 tippu jaotuvad samuti kolme „positsiooni“ vahel. 
Struktuuri täpne definitsioon antakse isomorfismi mõiste abil. 
 
Semiootilise modelleerimise eesmärk on struktuuri täpne esitus isomorfsete graafide klassi 
kanoonilisel kujul, mis ka positsioone eristab. See ülesanne on heuristiline. Heuristika 
uurimisobjektideks on loomingulised protsessid ja nende formaliseerimise püüdlused. Heuristika 
tekib niipea kui esineb valikuvõimalus – paratamatult on see pea alati subjektiivne. Heuristika on 
möödapääsmatu nii IT valdkonnas kui ka mujal. 
 
Üheks heuristiliseks meetodiks on semiootika, mis rajaneb märkidel ja märgisüsteemidel ning 
tegeleb tähenduse, kommunikatsiooni- ja interpretatsiooni-protsesside uurimisega. Märk on mingi 
kontsentraat objektist, mille abil esitatakse, säilitatakse, töödeldakse ja edastatakse informatsiooni 
sellest. Märk seotud tunnetuse ja mõtlemisega. Märk on esitis objekti kohta, mis kajastab viimase 
tähendust. Semiootikat iseloomustab pluralism, semiootikavälja ehk semiosfääri kuuluvad nii 
kultuurisemiootika kui ka tarkvarasemiootika. Üks esimesi oli matemaatika semiootika �Hermes�. 
Semiootika on seotud informaatika ja intellektitehnikaga. Semiootika on interdistsiplinaarne. 
Struktuuri märkideks on selle semiootilised invariandid. 
 
Järgnevates osades kasutame lühendeid: C – peatükk,  D – definitsioon, J – järeldus, K – korollaar, 
N – näide, P – propositsioon,. Nende numeratsioon vastab põhitekstis olevale. 
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1.2. Graaf, selle semiootiline mudel ja kaasgraafid 
 
Lähtugem hüpoteesist, et graafi struktuur on tuvastatav nö isomorfismi täpsusega tema 
„elementaarosakeste“, st tipupaaride identifitseerimise ehk märgistamise teel. 
 
Identifitseerigu tipupaari ij  nendevaheline spetsiifiline „seos“, ümbruste ühisosa Ni ��� � Nj kujutava 
alamgraafi, nn binaargraafi näol. Vastav algoritm SIA fikseerib iga binaargraafi gij semiootilise 
invariandi � d.n.q.ij ehk binaarmärgi, kus +d on kolateraalne- ja –d tavakaugus, n – tippude ja q – 
servade arv binaargraafis. Nende korrastatud (dekomponeeritud) süsteemi nimetame semiootiliseks 
mudeliks SM. See sisaldab teavet graafi struktuuri kohta. 
 
On soovitatud binaarmärki mõõduks nimetada. Tõepoolest on sellel mõõdu omadusi. Paraku on see 
mõttetu, sest antud juhul vajame hoopis kirjeldust tipupaari seisundi kohta. 
 
Semiootiline mudel kujutab endast struktuuri teksti (C2), selle kanoonilist esitist (C3.1) mis on 
põhiline vahend struktuuri uurimiseks. 
 
N1.1. Graafid GA ja GB ja nende semiootilised mudelid: 
 
 3- 1  1- 3    3- 1  1-3    
 �   �     �   �    
5- 3    6- 2  6-1     2-2   
�     �  ����  �     �   
            
 �   �     �   �    
 4- 1  2- 3    4-3   5-3    
 

A:-2.5.7; B:-2.5.6;    A:-2.5.7; B:-2.5.6;  
C:+2.3.3; D:+2.5.7; E:+3.6.10.  C:+2.3.3; D:+2.5.7;  E:+3.6.10.  

 
|  1  1 |  2|  3  3  3 |        u i    k    s i  |  1  1 |  2|  3  3  3 |       u i     k    s i  
| 3  4 |  6|  1  2  5 |  i   ABCDE     123  | 3  6 |  2|  1  4  5 |  i   ABCDE     123  
| 0  D| -B |  C  C  C |   3  01310   1  103 | 0  D| -B |  C  C  C |   3  01310   1  103 
     0| -B |  C  C  C |  4  01310   1  103       0| -B |  C  C  C |  6  01310   1  103  
      | 0|  E  E  E |   6   02003   2   003        | 0|  E  E  E |   2   02003   2   003  
         | 0 -A  -A |   1   20201   3  210          | 0 -A  -A |   1   20201   3  210 
              0 -A |   2  20201   3   210               0 -A |   4  20201   3   210 
                 0|  5  20201   3   210                   0|  5  20201   3   210  
 
Kommentaarid: a) Erinevad graafid GA ����  GB omavad ühesuguseid ehk ekvivalentseid semiootilisi 
mudeleid, SMA ����  SMB ! See tähendab, et graafid on isomorfsed GA ����  GB ehk struktuurid on 
ekvivalentsed GSA ����  GSB. b) Tippudel on kolm positsiooni ja tipupaarid asuvas viiel positsioonil.  
c) Struktuuride ekvivalentsus avaldub tipupositsioonide üks-üheses vastavuses. d) Binaarmärkidel 
on tähendus, näiteks, E:+3.6.10 tähendab: „tipupaar kuulub rohkem kui ühesse vöösse suurusega 
d+1=4. 
 
Kasulik on vaadelda ka graafi kaasgraafe nagu selle täiendit, binaar-, märgi- ja naabergraafe.  
 
Struktuuri uuritakse kompleksselt, koos selle täiendi uurimisega. 
 
 
N1.2. Graafi GA täiend 				GA ja selle semiootiline mudel: 
 

A:-2.3.2; B:-0.2.0; C:+1.2.1; D:+2.3.3. 
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|  1  1  1 |  2|  3  3 |        u i    k      
 3-3   1-1    | 1  2  5|  6|  3  4|   i    ABCD     123  
 �   �    | 0  D  D| -B | -B -B |  1   0302  1  200 
5-1     6-2        0  D| -B | -B -B |  2   0302  1  200 
�     �           0| -B | -B  - B|   5    0302  1   200  
               | 0|  C  C |   6    0320  2  002  
 �   �                | 0 -A |   3    1310  3   010 
 4-3   2-1                     0|  4   1310  3   010  
 
Kommentaarid: a) Graafi GA ja selle täiendi 				GA tipupositsioonid langevad kokku, nende 
vastavused on: 1
 3, 2
 2, 3
 1. a) Kokku langevad ka tipupaaride positsioonid, kuid viimased on 
täiendil 				GA vastupidised, st kaks serva- ja kolm „mitteserva“ positsiooni. 
 
D1.1. Graafi tipupaari ij  ümbruste ühisosa Ni ��� �� ���Nj kujutavat alamgraafi nimetame binaargraafiks 
gij. 
 
Binaargraaf iseloomustab tipupaari olekut, binaarmärk on vaid selle invariant. Teatud juhtudel on 
binaarmärgi täpsustamiseks vaja avada selle binaargraafi semiootiline mudel (P1.1.2). 
 
N1.3. Graafi GA tipupaari 3-4 (D) iseloomustav binaargraaf g3.4 ja selle semiotiline mudel SM: 
 

A:-2.4.5; B:-0.2.0; C:+2.3.3; E:+2.5.7. 
 
 3- 1  1- 3   |  1  1 |  2 |  3  3  3 |        u i     k      
 �   �    | 3  4| 6|  1  2  5|   i    ABCD     123  
5- 3    6- 2  | 0  D| -B | C  C  C |  3   0131  1  103 
�     �        0| -B | C  C  C |  4   0131  1  103  
              0| -B  -B  - B|   6    0500  2   000  
 �   �             | 0 –A -A |   1    2120  3  200 
 4- 1  2- 3                 0 -A |   2    2120  3   200 
                       0|  5   2120  3   200  
 
Kommentaarid: a) Loomulikult on ka GA teiste märkide taga binaargraafid, kusjuures viimane 
hõlmab graafi GA tervikuna. b) Positsioonid ei muutunud. 
 
D1.2. Graafi, mille seosed (servad) vastavad semiootilise mudeli ühele märgi(klassi)le p nimetame 
märgigraafiks Gp. 
 
Märgigraaf on üks olulisemaid struktuuri atribuute, selle abil on võimalik täpsustada binaarmärke 
(P1.1.3) ja uurida struktuurseid omadusi. Teatud juhtudel võib märgigraaf osutuda 
positsioonistruktuuriks (C2.3). 
 
N1.4. Graafi GA märgigraaf Gp=+E märgi E: +3.6.10 järgi ja selle semiootiline mudel: 
 

A: -2.3.2;  B: -0.2.0;  C: +1.2.1.  
 
 3- 2  1- 3   |  1|  2  2 |  3  3  3 |        u i    k      
 �   �    | 6| 3  4|  1  2  5|   i    ABC      123  
5- 3    6- 1  | 0| -B  -B | C  C  C |  6   023   1  003  
�     �        0 -B | -B –B -B |  3   050   2  000 
              0| -B  -B  - B|   4    050   2   000  
 �   �             | 0 –A -A |   1    221   3  100 
 4- 2  2- 3                 0 -A |   2    221   3   100 
                       0|  5   221   3   100  
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Kommentaarid: a) Graafi GA Märgigraafid Gp=+C  Gp=+D ja Gp=+E on graafi GA osagraafid, kusjuures 
Gp=+C hõlmab graafi GA terviklikult ja Gp=+D vaid tipupaari 3-4. b) Märgigraafid Gp= --A ja Gp= --B on 
aga täiendi 				G osagraafid. c) Ka siin ei muutunud tipu- ja tipupaari positsioonid. 
 
D1.3. Naabergraafiks Gadj nimetame graafi G suurimat alamgraafi Gsub = G\eij ja väikseimat 
ülemgraafi Gsuper = G� eij. 
 
Esimeste arv võrdub graafi G servade arvuga, teiste arv „mitteservade“ arvuga. 
 
Kuna isomorfsed graafid omavad ühesugust struktuuri nimetame konkreetseid isomorfsete graafide 
kogumeid lihtsalt struktuuriks. Ühe binaarklassi alusel saadud naabergraafid moodustavad 
isomorfismiklassi � n={( Gadj

n)1  ���� …��������(Gadj
n)q}, seda esindavat graafi nimetame naaberstruktuuriks GSadj. 

Naaberstruktuuride arv võrdub tipupaari positsioonide arvuga. 
 
N1.5. Isomorfsete graafide GA ja GB (vt N1.1) ehk struktuuri GS kaks naaber alamstruktuuri, 
GSsub

n= +C ja GSsub
n=+E, st binaarklassi n=+C ja n=+E järgi: 

 
 3- 1  1- 3    3  1   
 �   �     �   �    
5- 3    6- 2  6    2  
�     �  ����  �     �   
            
 �   �     �   �    
 4- 1  2- 3    4  5   
 
A:-2.5.7; B:-2.5.6; C:-2.4.4; D:-2.3.2; A:-3.6.9; B :-2.5.7; C:-2.4.5; D:-2.4.4;  
E:+2.3.3; F: +2.4.5; G:+3.5.6; H:+3.6.9.  E:+2.3.3;  F:+2.5.7; G:+3.5.7.  
 
|  1|  2 |  3|  4|  5  5 |         u i       k  |  1  1 |  2  2|  3 |  4 |        u i      k    
| 4| 1 |  3|  6| 2  5 |  i   ABCDEFGH     | 3  6 |  1  4| 2| 5 |  i   ABCDEFG   ’  
| 0| -D |  F | - C|  E  E |   4  0011 2100   1   | 0  F|  E  E | -D |  E |   3  0001 310   1  
     0|  G |  G | -C -C |  1  0021 0020   2        0|  E  E | -D |  E |  6  0001 310   1   
        0| -B |  E  E |   3   0100 2110   3           0 -B |  G | -C |   1   0110 201   2   
           0| H  H |   6   0110 0012   4              0|  G| -C |   4   0110 201   2   
              0 -A |   2  1010 2001   5                 0| -A |   2  1002 002   3   
                 0|  5  1010 2001   5                    0|  5  1020 200   4   
 
Kommentaarid: a) Naaber alamstruktuur GSsub

n= +C on saadud seose 1-4 elimineerimisel graafi GA 
binaarklassist n=+C. Sinna kuuluvad ka 1-3, 2-3, 2-4, 3-5 ja 4-5 mille elimineerimisel saame 
sellesama GSsub

n= +C, st isomorfsed naaber alamgraafid. b) Naaber alamstruktuur GSsub
n= +E on 

saadud seose 2-5 elimineerimisel graafi GA binaarklassist n=+E. Sinna kuuluvad ka 1-2 ja 2-4 mille 
elimineerimisel saame sellesama GSsub

n= +E, st isomorfsed naaber alamgraafid. c) Kolmanda naaber 
alamstruktuuri GSsub

n= +D saame seose 3-4 elimineerimisel graafis GA või seose 3-6 elimineerimisel 
graafis GB. d) Tipu- ja tipupaari positsioonid on muutunud. 
 
N1.6. Graafide GA ja GB (vt N1.1) kaks naaber ülemgraafi, neist esimene on graafi GA naaber 
ülemgraaf GA

supp
n=-A ja teine graafi GB naaber ülemgraaf GB

supp
n=-A: 

 
 3- 1  1-1     3- 1  1- 1   
 �   �     �   �    
5- 2    6- 2  6- 1    2- 2  
�     �  ����  �     �   
            
 �   �     �   �    
 4- 1  2- 1    4- 1  5- 2   
 

A:-2.5.7; B:+2.3.3; C:+2.4.6; D:+2.5.8; E:+3.6.11. 
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| 1  1  1  1 |  2  2 |       u i     s i   k | 1  1  1  1 | 2  2 |      u i     s i   k 
|  1  2  3  4 |  5  6 |  i   ABCDE  12  .  |  1  3  4  6 |  2  5 |  i   A BCDE  12 .  
| 0  D  C  C | -A   B |  1  11210   31  1 | 0  C  D  C |  B -A |  1  11210   31  1 
     0  C  C | -A   B | 2  11210   31  1      0  C  D | -A  B|  3  11210   31  1 
        0  D |  B -A |  3  11210   31  1 ����        0  C|  B -A |  4  1 1210   31  1 
           0|  B -A |  4  11210   31  1            0| -A  B|  6  11210   31  1 
            | 0  E|  5  22001   21  2             | 0  E|  2  22001   21  2 
                 0| 6  22001   21  2                  0|  5  22001   21  2 

 
Kommentaarid: a) Graafide GA

supp
n=-A ja GB

supp
n=-A semiootilised mudelid on semiootiliselt 

ekvivalentsed, mis tähendab, et need on isomorfsed ja esitavad struktuuri GS naaber 
ülemstruktuuri GSsupp

n=-A binaarklassi n=–A järgi. b) Naaber ülemstruktuur GSA
supp

n= –A on saadud 
seose 1-2 lisamisel graafi GA binaarklassi n= –A. Sinna võib lisada ka seosed 1-5 ja 2-5 mis 
annavad sellesama GSA

supp
n= –A, st isomorfsed naaber ülemgraafid. c) Naaber ülemstruktuur 

GSB
supp

n= –A on saadud seose 1-4 lisamisel graafi GB binaarklassi n= –A. Sinna võib lisada ka seosed 
1-5 ja 4-5 mis annavad sellesama GSB

sub
n= –A, st isomorfsed naaber alamgraafid. d) Teise naaber 

ülemstruktuuri GSsub
n= –B saame seose 3-6 või 4-6 lisamisel graafi GA või seoste 2-3, 2-6 lisamisel 

graafi GB. e) Tipu- ja tipupaari positsioonid on muutunud. 
 
Kindla tippude arvuga graafide naabergraafide suktsessioonid moodustavad struktuuride 
konstruktiivse süsteemi, mis on vahetult seotud taastatavuse probleemiga (C4). 
 
Struktuur ja graaf on lahutamatud, kõik struktuursed atribuudid on kujutatavad graafidel ja graafi 
atribuudid on ühtlasi ka struktuurile omased. Naaberstruktuuride suktsessioonidel on oluline roll 
arenguprotsesside modelleerimisel. 
 

1.2. Mudeli täpsustamisest ja lihtsustamisest 
 
Mõnede täppisülesannete puhul vajavad binaarmärgid täpsustamist ja mõnede praktiliste ülesannete 
lahendamiseks osutub vajalikuks binaarmärke lihtsustada. 
 
Täpsustamisest. Binaarmärgid kujul dnq ei ole alati tipupaari täielikeks invariantideks. Struktuuri 
täpseks tuvastamiseks peab mõnede suuremate transitiivsete ja sümmeetriliste graafide puhul 
binaarmärke täpsustama ehk süva-identifitseerima. Ka siin on abiks meie tuntud atribuudid 
binaar- ja märgigraafide näol. Transitiivsete graafide puhul katab iga binaarmärk kõiki tippe. 
 
P1.1. Süvaidentifitseerimiseks kasutatakse täpsustavaid binaarmärke, mis saadakse: 1) Kõrgemat 
järku m binaargraafide gij

m baasil. 2) Binaargraafide lokaalsete semiootiliste mudelite SMij baasil. 
3) Märgigraafi Gp semiootilise mudeli SMp baasil. 4) Graafi seosmaatriksi E korrutamisel 
(astendamisel) E
 E
 E
 …=En saadu baasil (N1.7). 
 
Täpsustatud binaarmärk kujutab endast nelikut � d.n.q.enij, mille viimane märk tähistab 
süvaidentifitseerimisel saadut. 
 
Semiootiline ja süvaidentifitseerimine on omavahel lahutamatud kuid süvamärkidega opereerigem 
vaid siis kui see tõepoolest midagi täpsustab (N3.2, 3.5). 
 
Lihtsustamisest. Lähtugem tõsiasjast, et: peaaegu kõik graafid on 0-sümmeetrilised, sidusad ja 
diameetriga 2 (P1.2). See tähendab, et iga tipp ja iga tipupaar kujutab endast omaette positsiooni, 
klassi. Puudub igasugune regulaarsus ja erinevate binaarmärkide arv on suur. Praktiliste ülesannete 
lahendamiseks on osutunud vajalikuks teatud „sarnasuse“ leidmine elementide vahel. 
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Näide 1.8. Ühe kümnetipulise 0-sümmeetriline graafi Z binaarmärgid on: 
 

A:-2.6.10;  B:-2.6.9;  C:-2.5.8;  D:-2.5.7;  E:-2.5 .6;  F:-2.4.5;  G:-2.4.4; 
H: +2.3.3;  I: +2.4.5;  J: +2.5.7;  K: +3.10.25. 

 
Graafi Z kümme elementi moodustab igaüks omaette positsiooni. „Sarnasuse“ leidmiseks kasutagem 
ligikaudseid, „ümardatud“ binaarmärke. Antud juhul võivad selleks olla näiteks a:(A, B) �  –2.6, b:(C, 
D, F) �  –2.5, c:(F, G) �  –2.4, d:(H, I, J) �  +2 ja e:K �  +3, mille puhul saame kümne positsiooni 
asemel viis (J1.1). 
 
 

2. SEMIOOTILINE MUDEL KUI STRUKTUURI TEKST 
 
Struktuuri uurimisel on oluline roll semantikal, binaarmärkidel, neid on vaja semiootilisest mudelist 
välja lugeda, nende tähendust mõista. 
 

2.1. Mudeli leksikoloogia 
 
P2.1. Binaarmärkide tähendustest: 1) Märk –dnq=–0.2.0 identifitseerib mittesidusa tipupaari. 2) 
Binaarmärk kujul –d.(n=d+1).(q=d) identifitseerib lihtahela pikkusega d. 3) Suurima 
absoluutväärtusega max|� d| binaar(� )märk identifitseerib struktuuri diameetri. 4) Binaarmärk 
+dnq=+1.2.1 identifitseerib oksa lüli. 5) Binaarmärk kujul (+d=2).n.q identifitseerib 
triangulaarsuse, st 3-kliki olemasolu. 6) Binaarmärk +dnq, kus d� 2, identifitseerib vöö (girth) 
pikkusega d+1 ning seda nimetagem vöömärgiks. 7) Binaarmärk kujul (+d=2).n.(q=n(n���� 1):2) 
identifitseerib kliki  ja nimetagem see klikimärgiks. 
 
Jätkakem kõige lihtsamaga – regulaarsustega. 
 
P2.2. Regulaarsuste modelleerimine: 1) Graaf, mille semiootilise mudeli S ridade 
binaar(+)märkide +dnq arv on konstantne on (valents)-regulaarne. 2) Graaf, mille semiootilise 
mudeli S kõikide binaar(–)märkide –dnq osamärgid –d on konstantsed on d-distants-regulaarne. 3) 
Graaf, mille semiootilise mudeli S kõikide binaar(+)märkide +dnq osamärgid +d on konstantsed on 
vöö-regulaarne. 4) Graaf, mille semiootilise mudeli S kõikide ridade i (maksimaalsete) 
klikimärkide (+d=2).n.(q=n(n�1):2) arv konstantne on klikk-regulaarne. 5) Graaf, mille kõikide 
binaarmärkide puhul d=2 ning iga (–)märgi –2nq korral leidub (+)märk +2(n-a)(q-b), kus iga n ja q 
puhul a ja b on konstantsed, on tugevalt regulaarne. 
 
N2.1. Peterseni graafi PET ja selle täiendi PETC binaarmärgid ja semiootilised mudelid SM koos 
vööde ja osaklikkide loeteluga: 
 

A:-2.3.2; B:+4.10.15 .   A:-2.6.12; B:+2.5.8. 
 
 1  2  3  4  5  6  7  8  9 10|  i   AB  k  | 1  2  3  4  5  6  7  8  9 10|  AB 
 0  B -A -A  B  B  -A -A -A -A |   1  6 3  1  | 0 -A  B  B  -A -A  B  B  B  B |  36 
    0  B -A -A -A  B -A -A -A |   2  6 3  1       0 -A  B  B  B  -A  B  B  B |  36 
       0  B -A -A -A  B -A -A |   3  6 3  1          0 -A  B  B  B  -A  B  B |  36 
          0  B -A -A -A  B -A |   4  6 3  1             0 -A  B  B  B  -A  B|  36 
             0 -A -A -A -A  B|   5  6 3  1                0  B  B  B  B  –A |   3 6 
                0 -A  B  B  -A |   6  6 3  1                   0  B -A -A  B|  36 
                   0 -A  B  B |   7  6 3  1                      0  B -A –A |   3 6 
                      0 -A  B|   8  6 3  1                         0  B –A |   3 6 
                         0 -A |   9  6 3  1                            0  B|   3 6 
                            0 |  10  6 3  1                               0|   3 6 
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Kommentaarid: a) Binaarmärk +4.10.15 tähendab, et see koosneb 10 tipust ja 15 servast, mis 
moodustavad 5-vöösid –see on Peterseni graafi täielik invariant, selle märgi alusel ei ole võimalik 
konstrueerida mitte ühtki teist graafi. Märk –2.3.2 fikseerib 5-vöödes olevate mittenaabertipu 
paaride vahelise ahela pikkusega 2, mis koosneb kolmest tipust ja kahest servast. Kui püstitada 
ülesanne konstrueerida (3-valents-) regulaarne 10-tipuline graaf, mille 15 serva moodustavad 5-
ringe, saame tulemuseks vaid Peterseni graafi. b) Semiootilisest mudelist on välja loetav, et 
Peterseni graafis PET on täpselt kaksteist 5-vööd, antud juhul tippudega: 1-2-3-4-5-1 ja 6-8-10-7-9-
6 ja 1-2-3-8-6-1 ja 1-2-7-10-5-1 ja 1-5-4-9-6-1 ja 2-3-4-9-7-2 ja 3-4-5-10-8-3 ja 1-2-7-9-6-1 ja 1-5-
10-8-6-1 ja 2-3-8-10-7-2 ja 3-4-9-6-8-3 ja 4-5-10-7-9-4. Iga tipp esineb 6 vöös. Iga serv esineb 4 
vöös. See on P2.2.3 järgi 5-vöö-regulaarsus. c) Peterseni graafi täiendis PETC ilmutatud 
klikitunnust ei esine, kuid binaarmärk +2.5.8 sisaldab 4-klikki. Täiendis on viis 4-klikki, antud 
juhul tippudega: 1,3,9,10 ja 2,4,6,10 ja 1,4,7,8 ja 2,5,8,9 ja 3,5,6,7. Iga tipp esineb kahes klikis. Iga 
serv esineb ühes klikis. See on P2.2.4 alusel 4-klikk-regulaarsus. d) Binaarmärgile +2.5.8 vastava 
binaargraafi semiootiline mudel, näiteks S1.3, sisaldab 4-kliki märki +2.4.6, kus on näha, et see avab 
4-kliki 1,3,9,10: 

-A: -2.4.5;  B: +2.3.3;  C: +2.4.6;   D: +2.5.8.  
 

  1  3| 9 10| 7|   i   ABCD   k   123   
  0  D| C  C | B|   1   0121    1   121  
     0| C  C | B|   3   0121    1   121  
      | 0  C|- A|   9   1030    2   210  
           0| -A |  10   1030    2   210  
              0|   7   2200    3   200  

 
P2.3. Kõik transitiivsed graafid on kas vöö- või klikkregulaarsed. P2.4. Transitiivse (st tippudest 
sümmeetrilise) ja sümmeetrilise (st servadest sümmeetrilise) vööregulaarse graafi täiend on 
klikkregulaarne ja vastupidi. Klikk- (või vöö-) regulaarse graafi iga tipp vi kuulub parajasti a klikki 
(vöösse) ja iga serv eij parajasti b klikki (vöösse). 
 
NB! Transitiivse graafi struktuuri iseloomustamiseks piisab selle binaarmärkide ja 
sagedusvektorite esitamisest. 
 
N2.2. Heawood´i graafi HEA ja selle täiendi HEAC binaarmärgid ja semiootilise mudeli esimene 
rida: 

A:-3.8.9; B:-2.3.2; C:+5.14.21.  
 

| 1  2  3  4  5  6  7  8  9 10 11 12 13 14|   i   ABC   k  deg  
| 0  C -B -A -B  C -B -A -B -A -B -A -B  C|   1   463   1   3 

 
A:-2.10.36; B:+2.8.22; C:+2.9.30.  

 
| 1  2  3  4  5  6  7  8  9 10 11 12 13 14|   i   ABC   k   deg  
|  0 -A  C  B  C  -A  C  B  C  B  C  B  C  –A |    1   346   1   10 

 
Kommentaarid: a) HEA on servadest sümmeetriline, 6-vöö-regulaarne ja kahealuseline, alustega 
antud juhul paarisnumbrilistest tippudest ja paaritunumbrilistest tippudest. b) HEA on struktuurselt 
unikaalne, mida iseloomustab selle täielik invariant, binaarmärk +5.14.21, mis hõlmab kõiki tippe 
ja servi ning seda omab ainuüksi see struktuur. c) Kuna HEA on kahealuseline, kuid mitte bi-klikk, 
siis selle täiend HEAC koosneb kahest omavahel sidusast 7-klikist ning on 7-klikkregulaarne. 
Klikid vastavad HEA alustele. 
 
P2.5. m-aluselise graafi täiend on võrdsete aluste n puhul n-klikkregulaarne, mittelõikuvate n-
klikkide arvuga m. P2.6. Klikkregulaarse graafi klikid on omavahel komponentsed, sidusad või 
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lõikuvad. Lõikuvus võib esineda kas tippude või servade tasemel. Näiteks, PETC klikid on 
tippudest lõikuvad. 
 
Sellega pole semiootiline mudel kui struktuuri tekst kaugeltki mitte veel ammendatud. Kõik 
struktuursed omadused on selgitatavad graafi semiootilise mudeli alusel, sh ka positsioonid. 
 

2.2. Struktuuri sümmeetria – positsioonid 
 
Struktuuri üks olulisemad omadusi on sümmeetria. Sümmeetria (ladina sõnast structura) on 
struktuurne omadus, mis avaldub objekti ühetaoliste osade kordumises nii ruumis kui ajas [����� ]. 
Selles mõttes kujutab sümmeetria endast ekvivalentsusklassi; mis koosneb „ühetaolistest“ 
elementidest ning nad moodustavad struktuuris positsiooniklassi. Positsiooniklassi iseloomustab 
sellesse kuuluvate elementide eemaldamisel saadud jääkgraafide isomorfism. Erinevatesse 
positsiooniklassidesse kuuluvate elementide eemaldamisel saadud jääkgraafid on reeglina erinevad. 
 
Propositsioon 2.7 käsitleb graafi elementide (tipu ja tipupaari) positsiooni(klassi) avaldumist jääk-
graafide isomorfismi (Gi= G\vi) ��������� Gj= G\vj) ��������������������  näol. Need tingimused iseloomustavad suhteid ka 
tippude ja nendega intsidentsete servade vahel. 
 
Sümmeetria üldmõiste on matemaatikas defineeritud elementide struktuuri säilitava substitutsiooni 
alusel, mida automorfismiks ��� �  nimetatakse ning kui isomorfismi iseendasse käsitletakse. 
Automorfismid moodustavad graafi automorfismirühma AutG kus selle transitiivsuspiirkonnad 
orbiitideks ��� �  nimetatud on. K2.1. Orbiit on sisuliselt seesama ekvivalentsusklass; mis langeb kokku 
eelpool määratletud positsiooni(klassi)ga. 
 
Propositsioonides 2.8 käsitletakse suhteid automorfismide, lokaalisomorfismide, transitiivsu-
spiirkonna, binaarpositsioonide ja binaarmärkide vahel: 
 
Järeldustes 2.1 võrreldakse positsioonide tuvastamist rühmateoreetilisest ja semiootilise 
modelleerimise aspektist: 
 
D2.1. Sümmeetria märgid: 1) Vektor elementidega |��� � V|m, kus |��� � V| on tipuorbiidi võimsus ja m 
antud võimsusega positsioonide arv, kujutab endast tipusümmeetria märki SVV. 2) Vektor 
elementidega |��� � R|m, kus |��� � R| on binaarorbiidi võimsus ja m antud võimsusega positsioonide arv, 
kujutab endast binaarsümmeetria märki SRV. 
Kommentaar: Näites 1.1 esitatud graafi SVV= 112131 ja SRV= 11213261. 
 
Sümmeetriamärgid avavad võimaluse mõõta struktuuri infomahtu HR (P2.9) ja sümmeetriat SR 
(P2.10). 
 
D2.2. Sümmeetria liigid: 1) Täisgraafil on ainult üks tipu- ��� � Vk ja üks servapositsioon ��� � Rn ning 
see on täissümmeetriline. 2) Transitiivsel graafil, nagu seda graafiteoorias tihti nimetatakse on 
ainult üks tipupositsioon ��� � Vk ning see on tippudest sümmeetriline. 3) Tippudest sümmeetrilist 
graafi, millel on ainult üks serva- ��� � Rn

+ ja ainult üks „mitteserva“ positsioon ��� � Rn
–nimetagem 

bisümmeetriliseks. (vt Peterseni graaf N2.1). 4) Tippudest sümmeetrilist graafi, millel on üks serva- 
��� � Rn

+ ja mitu „mitteserva“ positsiooni ��� � Rn
– on servadest sümmeetriline ehk (+)sümmeetriline (vt 

N2.2). 6) Tippudest sümmeetrilist graafi, millel on mitu serva- ��� � Rn
+ ja mitu „mitteserva“positsiooni 

��� � Rn
– nimetagem polü-sümmeetriliseks (vt N3.2). 7) Graafi, mis ei ole tippudest sümmeetriline, st 

millel on rohkem kui üks tipupositsioon, kusjuures nendest vähemalt ühte positsiooni ��� � Vk kuulub 
vähemalt kaks elementi (tippu) nimetagem ositi sümmeetriliseks (vt N1.1 – N1.6). 8) Graafi, mille 
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tipupositsioonide ��� � Vk arv K võrdub tippude arvuga � V�  on 0-sümmeetriline ehk 
(täis)asümmeetriline. 
 

2.3. Positsioonstruktuurid 
 
Kuidas saab positsioone struktuuris kujutada? Väga lihtsalt. Binaarpositsioon ��� � Rn on struktuuri 
GS, kui tipupaaride kompleksi osa, st koosneb samuti tipupaaridest ning on samuti graafina 
kujutatav. Positsioonstruktuur kui struktuuri ühele orbiidile vastav osastruktuur avab reeglina 
struktuurterviku „varjatud külgi“, mis vahest ka „müstilisteks“ osutuda võivad. 
 
D2.3. Positsioongraaf Gn on märgigraaf Gp, mille servad eij vastavad ühe binaarorbiidi ��� � Rn 
elementidele (st tipupaaridele vivj). 
Kommentaarid: a) Iga positsioon ��� � Rn on kujutatav graafina Gn. b) Positsioongraaf on graafi 
endastmõistetav atribuut – see on positsiooni kujutis. 
 
Vaadelgem graafi dekomponeerimist positsioonstruktuurideks, näiteks Folkmani graafi puhul. 
 
N2.6. Folkmani tuntud kahealuselise kooskõlastamata graafi FOL semiootilise mudeli SM 
fragment ja selle positsioonstruktuurid Gn: 
 

A:-4.14.21; B:-3.8.10; C:-2.6.8; D:-2.4.4; E:-2.3.2 ; F:+3.6.8. 
 

| 1  1  1  1  1  1  1  1  1  1| 2  2  2  2  2  2  2   2  2  2|        ui     k   s i  
|11 12 13 14 15 16 17 18 19 20| 1  2  3  4  5  6  7   8  9 10|  i    ABCDE F     12  
| 0 -E -E -E -E -E -E -E -E –C |  F -B -B  F -B  F -B -B -B -F | 11   06108 4  1  04 
     0 -E -E -E -E -E -E -C –E | -B  F -B -B  F -B -B -B  F  F | 12   06108 4  1  04 
 
                             0 |  F -B -B  F -B  F -B -B -B  F| 20   06108 4  1  04  
                              |  0 -A -D -D -A -D -A -D -D –D |  1   36060 4  2  40 
 
                                                        0 –D |  9   36060 4  2   40 
                                                           0 | 10   36060 4  2   40  

 
Kommentaarid: a) Graaf FOL on Def. 2.2.7 alusel ositi sümmeetriline ja selle positsioongraafid 
jagunevad oma binaarpositsioonide –A, –B, –C, –D, –E ja F järgi kuueks positsioonstruktuuriks. b) 
FOL binaarmärgile –A vastav positsioonstruktuur FOLn:-A on Peterseni graaf(!). Seda kinnitab ka 
FOL märkide –A ja –D asetus osamudelis S2.2. c) FOL binaarmärgile –B vastav positsioonstruktuur 
FOLn:-B osutub A. Titovi �� itov] poolt konstrueeritud kooskõlastamata kahealuseliseks graafiks, 
mille üks positsioongraaf on teada olevalt samuti Peterseni graaf. d) FOL binaarmärgile –C vastav 
positsioonstruktuur FOLn:-C on bisümmeetriline 10-komponentne, 2-klikkidest koosnev graaf. 
Antud juhul on 2-kliki üks tipp paaris- ja teine paaritunumbriline. e) FOL binaarmärgile –D vastav 
positsioonstruktuur FOLn:-D on Peterseni graafi täiend(!), st Peterseni graafi teiseks 
positsioongraafiks. f) FOL binaarmärgile –E vastav positsioonstruktuur FOLn:-E on 
positsioongraafi FOLn:-C täiend, st 2-kvinta klikk (vt P2.15). g) FOL binaarmärgile +F vastav 
positsioonstruktuur FOLn:-F on muidugi Folkmani graaf ise. 
 
Ilmselt jaotuvad graafid „geneetilistesse rühmadesse” mille uurimine on omaette projekt. Praeguste 
kogemuste alusel võib väita, et 20-tipulised monosümmeetrilised kahealuselised graafid 
moodustavad mingi „geneetilise rühma”, mille teatud positsioongraafid osutuvad Peterseni 
graafideks. 
 
P2.11. Positsioonstruktuuride Gn omadusi: 1) Positsioonstruktuurid Gn avavad oma 
baasstruktuuri G erinevaid aspekte ning selle „varjatud külgi“. 2) Gn on tippudest sümmeetriline ehk 
„transitiivne“. 3) Binaar(+)positsioonile ��� � Rn

+ vastav positsioon(+)struktuur Gn
+ on graafi G 
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osagraaf; binaar(–)positsioonile ��� � Rn
– vastav positsioon(–)struktuur Gn

– on graafi täiendi 				G 
osagraafi. 4) Graafi G igale binaar(+)orbiidile ��� � Rn

+ vastab selle täiendi 				G binaar(–)positsioon 
��� � Rn

– kus nende positsioonstruktuurid langevad kokku, Gn� 				Gn
#. 5) Graafi mõni positsioonstruktuur 

võib osutuda isomorfseks graafi endaga, Gn� G. 6) Graafi erinevad positsioonstruktuurid või 
erinevate graafide positsioonstruktuurid võivad osutuda isomorfseteks või langeda kokku. 7) Kui 
positsioon-struktuuri binaar(+)märk hõlmab kõiki selle tippe ja servi, siis on see selle Gn täielik 
invariant. 
 
Positsioonstruktuuride põhiline funktsioon seisneb baasgraafi „varjatud külgede“ esiletoomises. 
Samuti ka erinevate graafide ühesuguste atribuutide tuvastamises. Näiteks, hüperkuubi ja Möbius-
Kantori graafi mõned positsioonstruktuurid langevad kokku, jne. Vaatluse all on ka graafi teist ja 
kõrgemat järku positsioonstruktuurid, st positsioonstruktuuride positsioonstruktuurid (P2.12). 
 

2.4. Bisümmeetria, klikk- ja tugev regulaarsus 
 
Huvi struktuuri regulaarsuste ja sümmeetria suhete vastu ei ole märgata, kuna praktiliste üleannete 
puhul ei tule need atribuudid tavaliselt esile. Siiski on tegemist reaalsete seaduspärasustega. Huvitav 
seos on bisümmeetria ja tugeva regulaarsuse vahel, mis näib olevat tugevregulaarkutele „varjatuks“ 
jäänud. 
 
P2.13. Alused ja klikid. Arv m komponentsest n-klikist koosneva struktuuri täiend on m-aluseline 
täisgraaf, st on n-m-klikk – ja vastupidi. 

Suurus Graaf Selle täiend 
m Komponentsete klikkide arv Aluste arv 
n Komponentsete klikkide võimsus Aluste võimsus 

 
See tähendab, et kahest komponentsest klikist koosneva struktuuri täiend on bi-klikk, kolmest 
komponentsed klikist koosneva täiend on tri-klikk jne. 
 
N2.7. Graaf B6-6, selle täiend B6-9 koos semiootiliste mudelite ja ühiste sümmeetriamõõtudega: 
 

A:-0.2.0; B: +2.3.3. 
 
 1  2    | 1  2  3  4  5  6|   i    ABC  deg   
 �   �     | 0 -A  B –A  B -A |   1   32    2  
3    4        0 -A  B -A   B |  2   32    2  
�     �            0 –A  B -A |   3    32    2  
                  0 -A   B |   4    32    2  
 �   �                   0 -A |   5    32    2  
 5  6                     0|  6   32    2  
 

A: -2.5.6; B:+3.6.9. 
 
 1  2    | 1  2  3  4  5  6|   i    AB  deg   
 �   �     | 0  B -A   B -A   B |   1   23   3  
3    4        0  B –A  B -A |  2   23   3  
�     �            0  B -A   B |   3    23   3  
                  0  B -A |   4    23   3  
 �   �                   0  B|   5    23   3  
 5  6                     0|  6   23   3  
 

SRV HR SR aut  
6191 0.2923  0.7515  72 
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Kommentaarid a) Graaf B6-6 ja selle täiend B6-9 on bisümmeetrilised. b) Graaf B6-6 koosneb 
kahest komponentsest 3-klikist, see on 3-klikk-regulaarne. c) Täiendit B6-9 iseloomustav 
binaargraaf 4-ring binaarmärgiga +3.6.9 hõlmab graafi kõik n=6 tippu ja kõik q=9 serva, see on 
täielik invariant, st see binaartunnus iseloomustab ainult seda struktuuri. Täiend on kahealuseline, 
kus selle alused vastavad graafi B6-6 3-klikkidele ning see on 2-alus- ehk 3-bi-klikk. Ei ole raske 
märgata, et see on 4-vöö-regulaarne, st kõik tipud kuuluvad 4-ringi. 
 
Struktuuri bisümmeetria on oma kahe binaarmärgi järgi kergesti äratuntav. 
 
P2.14. n-m-klikid ja bisümmeetria:  1) n-m-klikk sisaldab (tava)klikki võimsusega m, see on m-
klikk-regulaarne (st  bi-klikk on 2-klikk-regulaarne, tri-klikk 3-klikk-regulaarne jne). 2) Kui kõik 
m komponentset klikki on võrdse võimsusega n, siis on struktuur ja selle täiend bisümmeetrilised. 
3) Bisümmeetriline n-m-klikk sisaldab s=nm (tava)klikki võimsusega m. 4) Bisümmeetrilise n-m-
kliki servade arv E võrdub aluste võimsuse ruudu n2 ja nende arvule m vastava tavakliki servade 
arvu korrutisega, 

n-m-klikk 
Sümmeetria  Klikkide võimsus Klikkide arv Seoste aev 

Bisümmeetria  m nm E=n2m(m-1):2 
 
P2.15. n-m-klikkide nimetamisest: 1 kuni 20 tipuliste graafide hulgas esineb täpselt 27 n-m-klikki  
mida vastavalt aluste arvule nimetame bi-, tri-, kvadro-, kvinta-, seksta-, septa-, okta-, nona-, deka-
, või undeka- jne -klikiks. 

Tugev regulaarsus kujutab endast olekut (k,a,b), kus k-valentsregulaarse mitte-täisstruktuuri iga 
naabertippude paar omab a� 0 ühist naabertippu ja iga mitte-naabertippude paar b� 1 ühist 
naabertippu. 
 
Tugevregulaarsusest. Kõik sidusad bisümmeetrilised struktuurid on tugevregulaarsed, peale selle 
ka  vöö-, või klikk-regulaarsed (P2.16). Sidusa bisümmeetrilise struktuuri tugevregulaarsus on kahe 
erineva binaarmärgi +d.n.q olemasolu näol möödapääsmatu, sest +d=2 puhul tähendab n–2 just 
tipupaari ühiste naabertippude arvu. Nende tuvastamine binaarmärkide baasil on lihtne. Kõik n-m-
klikid  on tugevregulaarsed, kuid mitte vastupidi (J2.2). Tugevregulaarse struktuuri sidus täiend on 
tugevregulaarne (P2.17). Peale lihtsalt konstrueeritavate n-m-klikkide on tuvastatud veel 12 
bisümmeetrilist ja tugevregulaarset struktuuri. 
 
Kuni 20-tipuliste graafide hulgas esineb 27+12= 39 sidusat bisümmeetrilist + tugevregulaarset + 
klikkregulaarset või vööregulaarset struktuuri (J2.3). Reeglina on tugevregulaarseks peetud 
graafide nimekirjad puudulikud, mida antud juhul täiendada õnnestus (N2.8). 
 
Tegemist on bisümmeetria ja tugevregulaarsuse osalise kokkulangevusega. Bisümmeetria hõlmab 
ka veel mittesidusaid struktuure ning tugevregulaarsus võib esineda ka mono-, polü- ja ositi 
sümmeetria korral, kuigi kuni 20-tipuliste hulgas viimaseid siiski ei ole täheldatud. 
 
 

3. SEMIOOTILINE MUDEL JA ISOMORFISMIPR0BLEEM 
 
Isomorfismiprobleemiks peetakse kahe objekti struktuuri üksühese vastavuse ehk isomorfismi 
tuvastamise algoritmi konstrueerimist. Graafide isomorfismi probleem võis kerkida ülesse aastal 
1857, kui A. Cayley [Cayley] tegeles orgaaniliste isomeeride alaste uuringutega. Näitame, et 
graafide kanooniline esitus ja isomorfismiprobleem on omavahel tihedalt seotud. 
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3.1. Semiootiline mudel kui graafi kanooniline esitis 
 
Graafide kanooniline esitus tähendab graafi esitamist mingil selle struktuuri esitaval kujul, 
soovitavalt isomorfismi täpsusega. Kanoonilise esituse probleemi püstitas arvatavasti Lazlo Babai 
[Babai] 1977. aastal. Graafide kanoonilisi esitusviise on välja pakutud hulgi. Üheks selliseks on 
näiteks 3-kuup-koodid [Locke]. Paraku ei sisalda need peaaegu mingit teavet struktuuri kohta. 
 
P3.1. Semiootiline mudel SM on graafi kanooniline esitis binaarmärkide, struktuursete 
atribuutide, sümmeetriaomaduste (positsioonide) ja isomorfismi täpsusega. 
 
Semiootiline mudelile SM lisatakse kogu teada olev teave: karakteristikud, mõõdud jt. 
 
N3.1. Boris Weisfeileri [Weisfeiler, lk 166(1)] ositi sümmeetrilise ja tugevregulaarse graafi WEI 
kanooniline esitis semiootilise mudeli S näol: 
 

A:-2.8.20; B:-2.8.19; C:-2.8.18;  
D:+2.7.13; E:+2.7.14; F:+2.7.15 .  

 
 
|1  1| 2  2|3  3|4  4| 5| 6  6|7  7|8  8| 9  9|10 1 0|11|12|13|14 14|15|       ui     k  
20 24|12 14|1  2|9 19| 6|10 16|8 18|4  7|11 17|13 1 5|23| 3|22|21 25| 5|   i  ABCDEF   *  
| 0  F|  C  C | C  B | F  C |  C |  B  F| C  E| F  C |  E  F |  E   C |  B |  F|  F |  F   C |  F|  20 039039   1 
    0 |  C  C | B  C | C  F|  C |  F  B | E  C | C  F|  F  E |  C  E|  B |  F|  F |  C  F|  F |  24 039039   1 
     |  0  F| F  C | C  C |  B |  F  C | B  F| B  F|  E   C |  F  E |  F |  C |  F|  F   C |  E|  12 039 039   2 
          0 | C  F| C  C |  B |  C  F| F  B | F  B |  C  E|  E   F|  F |  C |  F|  C  F|  E |  14 039 039   2 
           | 0  F| F  C |  E|  F   C | F  B | F  E |  F   C |  F  C |  C |  F|  B |  C  C |  E|   1 039 039   3 
               0 | C  F|  E |  C  F| B  F| E  F |  C  F|  C  F|  C |  F|  B |  C  C |  E|   2 039 039   3 
                | 0  F|  E |  F   C | F  E | F  C |  B  F|  F   C |  F|  B |  E|  C  B |  C |   9 039 039   4 
                    0 |  E|  C  F| E  F | C  F|  F   B |  C  F|  F |  B |  E|  B  C |  C |  19 039 039   4 
                     |  0 |  C  C | B  B | B  B |  E  E |  F  F |  F |  F |  C |  F  F |  C |   6 066 066   5 
                        |  0  B | F  E | F  E |  B  E|  B  E|  B |  B |  C |  E  E |  C |  10 066 066   6 
                             0 | E  F | E  F |  E   B |  E  B |  B |  B |  C |  E  E |  C |  16 066 066   6 
                              | 0  C | F  B |  F  B |  C  C |  E|  C |  B |  C  E|  E |   8 066 066   7 
                                  0 | B  F|  B  F|  C  C |  E|  C |  B |  E  C |  E|  18 066 066   7 
                                   | 0  C |  C  C |  B  E|  C |  E|  E |  E   B |  B |   4 066 066  8  
                                       0 |  C  C |  E  B |  C |  E|  E |  B  E|  B |   7 066 066  8 
                                        |  0  B |  E  F |  C |  B |  B |  E  C |  F|  11 066 066  9  
                                             0 |  F  E |  C |  B |  B |  C  E|  F |  17 066 066  9  
                                              |  0  B |  B |  C |  E|  B  F|  B |  13 066 066 10 
                                                   0|  B |  C |  E|  F   B |  B |  15 066 066 10 
                                                    |  0 |  E|  D|  F  F |  E|  23 066 147 11 
                                                       |  0 |  E|  F  F |  D |   3 066 147 12 
                                                          |  0 |  B  B |  B |  22 093 174 13 
                                                             |  0  E|  A |  21 147 066  14  
                                                                  0 |  A |  25 147 066 14 
                                                                   |  0 |   5 255 174 15 

 
Põhilised invariandid ja mõõdud: 
 

Sümmeetria |V|  |R|  K N SVV SV SRV HR SR 
Ositi sümmeetria  25 300  15 154  15210 0.1723  120212846 2.1576  0.1290  

 
WEI ja selle täiendi WEIC täpsustavad invariandid ja mõõdud: 
 

G |E|  k N+ N -  P  CL MC DM SEV+ SE TRA BRA  
WEI 150  1 80 74 6 4 3 2 11226741 0.1310  1.000  0 

WEIC 150  1 74 80 6 4 3 2 1826145 0.1494  1.000  0 
 
Kommentaarid: a) Semiootilisest mudelist on välja loetav, et WEI on tugevalt regulaarne, 
triangulaarne, 2-distants- ja 12-valentsregulaarne. Vaid kuue binaarmärgi baasil on 25
 25 
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semiootiline mudel u- ja s-vektorite abil dekomponeeritud 15 tipuorbiidiks ja 115 osamaatriksiks 
Ski,kj. b) WEI 150 “mittenaaberpaari” moodustavad 74 binaar(–)positsiooni, kus –A moodustab ühe 
kaheelemendilise orbiidi, –B 33 positsiooni, sh 4 üheelemendilist ja 29 kaheelemendilist 
positsiooni, –C moodustab 40 positsiooni, sh 4 üheelemendilist, 31 kaheelemendilist ja 5 
neljaelemendilist positsiooni. c) WEI 150 naaberpaari moodustavad 80 binaar(+)positsiooni, sh +D 
2 üheelemendilist, +E 32 positsiooni, sh 4 üheelemendilist, 27 kaheelemendilist ja 1 
neljaelemendilise orbiidi, ja +F moodustab 46 positsiooni, sh 6 ühe- ja 40 kaheelemendilist 
positsiooni. d) WEI täiend WEIC omab samuti 15 tipupositsiooni on tugevalt regulaarne, 
triangulaarne, 2-distants- ja 12-valentsregulaarne kus WEIC binaar(–)positsioonid vastavad WEI 
binaar(+)positsioonidele ja vastupidi. 
 
Vaatleme nüüd transitiivset hõredat graafi TEV (Graafiatlases kui sidus regulaarne kuubik-graaf 
mis on tähistatud Ct36, lk 162). Kõikide binaarpositsioonide tuvastamiseks saab siin kasutada nii 
märgigraafe kui ka korrutis märgistamist. 
 
N3.2. Graaf TEV, selle lähte binaarmärgid ning teised struktuursed atribuudid: 
 

 
A:-5.18.23; B:-4.9.10; C:-4.8.8; D:-4.7.7; E:-3.8.9 ; G:-3.4.3; H:-2.3.2; 

I:+5.10.12; J:+5.12.15; K:+5.14.18. 
 
TEV lähte binaarmärgid dnqij, nende tähistused p ja järjekorranumbrid n märgistruktuuri TEVp= –F 
binaarmärgid dnqij

p=F, nende tähistused p* , vastavate positsioonide järjekorranumbrid n*  ja 
korrutiste (astmete) E6 ja E7 korrutislikud binaarmärgid eij

6 ja eij
7 (kus 6 ja 7 on maatriksi aste). 

 
dnq ij  p n dnq ij

p=–F p* n* e ij
6 e ij

7 
–5.10.12 A1 1 0 108 –5.18.23 -A 

 
1 

–5.8.8 A2 2 0 107 
–4.9.10 -B 2 –4.7.7 B 3 42 0 
–4.8.8 -C 3 –2.4.4 C 4 32 0 
–4.7.7 -D 4 –2.3.2 D 5 33 0 
–3.8.9 -E 5 –3.10.12 E 6 0 243 

+3.4.4 F1 7 0 191 
+5.8.10 F2 8 0 201 

 
–3.6.6 

 
-F 

 

 
6 

+3.4.4 F3 9 0 173 
–3.8.10 G1 10 0 150 
–3.6.6 G2 11 0 139 

 
–3.4.3 

 
-G 

 

 
7 

–3.4.3 G3 12 0 130 
–6.20.26 H1 13 65 0 

–4.7.7 H2 14 75 0 
 

–2.3.2 
 

-H 
 

 
8 

–2.3.2 H3 15 84 0 
+5.10.12 I 9 –3.6.6 I 16 0 239 
+5.12.15 J 10 –3.4.3 J 17 0 248 
+5.14.18 K 11 –5.8.8 K 18 0 258 

 
Seega iseloomustab semiootiline mudeli igat rida järgmine sagedusvektor u: 
 
-A1 -A2 -B -C -D -E -F1 -F2 -F3 -G1 -G2 -G3 -H1 -H2  -H3 I J K 

1 1 2 1 2 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 1 1 1 
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Binaarpositsioonide tuvastamine võib siin toimuda nii märgistruktuuri TEVp= –F binaarmärkide kui 
ka korrutisliku identifitseerimise teel korrutislikke märkide eij

6 ja eij
7 abil. 

 
TEV semiootiline mudel SM: 
 

1  2  3  4  5  6  7  8  9 10 11 12 13 14 15 16 17 1 8 19 20 21 22 23 24|  i   k  
0  K H3  E H2  I  H1 F1  B G1  D G3  C A2  D A1  B G2 H1 F3 H2 F2 H3   J|   1  1 
   0  J H3 F2 H2 F3 H1 G2  B A1  D A2  C G3  D G1  B F1 H1   I  H2  E H3 |   2  1 
      0  K H3  E H2  I  H1 F1  B G1  D G3  C A2  D A1  B G2 H1 F3 H2 F2 |   3  1 
         0  J H3 F2 H2 F3 H1 G2  B A1  D A2  C G3  D G1  B F1 H1   I  H2 |   4  1 
            0  K H3  E H2  I  H1 F1  B G1  D G3  C A2  D A1  B G2 H1 F3 |   5  1 
               0  J H3 F2 H2 F3 H1 G2  B A1  D A2  C G3  D G1  B F1 H1 |   6  1 
                  0  K H3  E H2  I  H1 F1  B G1  D G3  C A2  D A1  B G2 |   7  1 
                     0  J H3 F2 H2 F3 H1 G2  B A1  D A2  C G3  D G1  B |   8  1 
                        0  K H3  E H2  I  H1 F1  B G1  D G3  C A2  D A1 |   9  1 
                           0  J H3 F2 H2 F3 H1 G2  B A1  D A2  C G3  D |  10  1 
                              0  K H3  E H2  I  H1 F1  B G1  D G3  C A2 |  11  1 
                                 0  J H3 F2 H2 F3 H1 G2  B A1  D A2  C |  12  1 
                                    0  K H3  E H2  I  H1 F1  B G1  D G3 |  13  1 
                                       0  J H3 F2 H2 F3 H1 G2  B A1  D |  14  1 
                                          0  K H3  E H2  I  H1 F1  B G1 |  15  1 
                                             0  J H3 F2 H2 F3 H1 G2  B |  16  1 
                                                0  K H3  E H2  I  H1 F1 |  17  1 
                                                   0  J H3 F2 H2 F3 H1 |  18  1 
                                                      0  K H3  E H2  I i 19  1 
                                                         0  J H3 F2 H2 |  20  1 
                                                            0  K H3  E |  21  1 
                                                               0  J H3 |  22  1 
                                                                  0  K|  23  1 
                                                                     0 |  24  1  

 
TEV ja selle täiendi TEVC ühised invariandid ja mõõdud: 
 

Sümmeetria |V|  |R|  K N SVV SV SRV HR SR 
Polüsümmeetria  24 276  1 18 241 1.000  1213245 1.2308  0.4957  

 
Eristavad invariandid ja mõõdud: 
 

G |E|  k N+ N -  P CL  MC DM SEV+ SE + TRA BRA  
TEV2 36 1  3 15  18 2 6 5 123 0.6934  0 0 

TEV2C 240  1 15 3 18  12 3 2 1210245 0.5166  1.000  0 
 
Struktuurikommentaarid: a) TEV on polüsümmeetriline, 6-vöö- ja 3-valentsregulaarne, selle 
täiend TEVC on 2-distantsregulaarne, triangulaarne ja 20-valentsregulaarne. b) 6-vöö 
regulaarsusest järeldub kahealuselisus, alustega antud juhul paarisnumbrilistest tippudest ja 
paaritunumbrilistest tippudest. c) Kuna TEV on kahealuseline, kuid mitte bi-klikk, siis selle täiend 
TEVC koosneb kahest omavahel sidusast 12-klikist ning on seega 12-klikkregulaarne. Klikid 
vastavad TEV alustele. d) TEV 23x24:2 = 276 tipupaari moodustavad 18 binaarpositsiooni, sh 240 
„mittenaaberpaari” poolt moodustatud 15 binaar(–)positsiooni, kus binaarmärkidele –A1, –A2, –C, –
E, –F1, –F2, –F3, –G1, –G2, –G3 vastavad orbiidid on 12-elemendilised ning –B, –D, –H1, –H2, –
H3 on 24-elemendilised. e) TEV 36 naaberpaari moodustavad kolm binaar(+)positsiooni, kus +I, 
+J ja +K on 12-elemendilised. f) Binaarpositsioonide, st ka positsioon- ja naaberstruktuuride, arv 
N=18 ja nende võimsused langevad TEV ja TEVC puhul kokku, kuid on vastupidise märgiga. TEV 
ja selle täiendi TEVC positsioonide üksikasjalisi vastavusi siin ei esitata. g) TEV ja selle täiend 
TEVC jagunevad vastavalt positsioonidele 18ks positsioonstruktuuriks. TEV positsioonidele 
tunnustega –A1, –A2, –C, –E, –F1, –F2, –F3, –G1, –G2, –G3, I, J, ja K vastavad 
positsioonstruktuurid (binaartunnustega –A:–0.2.0; +B:+ 1.2.1) on bisümmeetrilised, 2-klikk-
regulaarsed ning on omavahel isomorfsed. Positsioonidele tunnustega  –B, –D, –H1, –H2 ja –H3 
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vastavad positsioonstruktuurid kujutavad ringe ja ringikesi. h) Polüsümmeetrilise graafi TEV 276 
võimalikku naabergraafi jaotuvad 15ks naaber-ülemstruktuuriks ja kolmeks naaber-
alamstruktuuriks. 
 
Sellega on veelkord näidatud semiootilise mudeli olulisust graafi struktuuri uurimisel. Samuti ka 
positsioon- ja märgistruktuuride osa selles ning struktuuri ja selle täiendi vastastikuse käsitlemise 
olulisust. 
 
J3.1. Struktuuri tuvastamise ajaline keerukus sõltub vaid tipupaaride arvust. 
 

3.2. Isomorfismiprobleem 
 
Isomorfism (kreeka sõnast ����  – ühesugune; �����  – vorm) moodustavad koos homomorfismiga 
filosoofilise kategooria, mis tähendab vastavust objektide struktuuride vahel [����� ]. 
Matemaatikas defineeritakse isomorfismi kui süsteemi niisugust üksühest kujutust sama tüüpi 
süsteemiks, mille korral säilib süsteemide struktuur, st seosed, järjestus, topoloogia jms. Isomorfism 
on pööratav morfism, millel on vastandmorfism, kus nende korrutis on ühikmorfism. Isomorfismi 
tuvastamise ülesanne kujutab endast graafiteooria keskset ülesannet. Klassifikaatori „2000 
Mathematics Subject Classification” (MSC2000) järgi on graafide isomorfismi tuvastamine koos 
taastatavuse probleemiga vaid mingi kombinatoorne nähtus indeksiga 05C60. 
 
Kaht graafi nimetatakse isomorfseks, kui nad erinevad vaid oma tippude märgistatuse poolest. 
Graafi GA isomorfne kujutus graafi GB on isomorfne substitutsioon � : VA 
  VB  
 
Isomorfismi tuvastamise põhimõtteline algoritm olemas – see seisneb graafi GB seosmaatriksi 
ridade ja nendele vastavate veergude ümberpaigutamises  niikaua, kui see ei lange kokku graafi GA 
seosmaatriksiga. Sellel on üks oluline puudus – see on väga mahukas, selle sammude arv läheneb n! 
(n-faktoriaalini). Veel hiljuti arvati, et 16! permutatsiooni arvutamine võtaks kuni 40 aastat aega. 
 
Struktuursest aspektist peame graafe GA ja GA isomorfseteks parajast siis kui need omavad ühte ja 
sama struktuuri. Isomorfismiprobleem on lahendatav struktuuri, kui isomorfsete graafide täieliku 
invariandi, tuvastamise abil, st semiootiline mudelite S ekvivalentsuse tuvastamise teel. 
 
Struktuurse ekvivalentsuse printsiip (SEP). Olgu moodustatud semiootilised mudelid SA ja SB. 
Kui binaarmärgid {� d.n.q.ij} A ja {� d.n.q.ij} A langevad kokku ja iga tipupositsiooni Sk �� S puhul 
langevad kokku ka sagedus- {ui} A, {ui} B ja positsioonivektorid {si} A, {si} B – siis on semiootilised 
mudelid SA ja SB (samuti ka struktuurid GSA ja GSB) ekvivalentsed ja graafid isomorfsed GA �� GB. 
 
N3.4. Näites 1.6 esitatud graafide GA ja GB binaarmärgid, semiootiline mudelid SA ja SB ja 
substitutsioonid: 

A:-2.5.7; B:+2.3.3; C:+2.4.6; D:+2.5.8; E:+3.6.11. 
 

| 1  1  1  1 |  2  2 |       u i     s i   k | 1  1  1  1 | 2  2 |      u i     s i   k 
|  1  2  3  4 |  5  6 |  i   ABCDE  12  .  |  1  3  4  6 |  2  5 |  i   A BCDE  12 .  
| 0  D  C  C | -A   B |  1   11210   31  1 | 0  C  D  C |  B -A |  1   11210   31  1 
     0  C  C | -A   B | 2  11210   31  1      0  C  D | -A  B|  3   11210   31  1 
        0  D |  B -A |  3  11210   31  1 ����        0  C|  B -A |  4  1 1210   31  1 
           0|  B -A |  4  11210   31  1            0| -A  B|  6   11210   31  1 
            | 0  E|  5  22001   21  2             | 0  E|  2   22001   21  2 
                 0| 6  22001   21  2                  0|  5   22001   21  2 

 
Semiootilised mudelid SA ja SB on ekvivalentsed, SA �� SB. 
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P3.2. Semiootiliste mudelite struktuurne ekvivalentsus, SA �� SB on tipupositsioonide 
(��� � Vk)A� (��� � Vk)B, osamudelite (Skk’)A� (Skk’)B, paaripositsioonide (��� � Rn)A� (��� � Rn)B ja nende 
binaarmärkide dnqA� dnqB. üks-ühene vastavus.  
 
Järgnevas vaatleme kahe „väga sarnase“ polüsümmeetrilise (st ka transitiivse) graafi ühiseid ja 
korrutuslike binaarmärkega täpsustatud binaarmärke ning tuvastame isomorfismi. 
 
N3.5. Polüsümmeetriliste graafide PRAA ja PRAB ühised binaarmärgid: 
 

A:-3.8.10; B:-3.6.7; C:-2.4.4; D:-2.3.2; E:+2.4.6 ; F:+3.8.16 . 
 
PRAA seosmaatriksastme E5 baasil täpsustatud binaarmärgid: 
 

Ühised binaarmärgid 0 -A -B -C -D  E F 
Korrutislikud binaarmärgid e5  180  125  110  165  160  80 231  233  210  

Täpsustav tähistus 0 -A -B -C1  -C2  -D  E1 E2 F 
 
PRAB seosmaatriksastme E7 baasil täpsustatud binaarmärgid: 
 

Ühised märgid 0 -A -B -C -D E F 
Korrutisl. märgid e7 4410  3437  3276  3277  4081  4088  4011  3010  4831  4803  4445  
Täpsustav tähistus 0 -A -B1 -B2 -C1 -C2 -C3 -D E1 E2 F 

 
Kuna graafide PRAA ja PRAB täpsustatud binaarmärgid lahknevad, siis semiootilisi mudelid SA ja 
SB esitamata võib väita, et need ei ole ekvivalentsed ning graafid ei ole isomorfsed. 
 
J3.2. Struktuurse ekvivalentsuse tuvastamine ajaline keerukus sõltub vaid tipupaaride arvust ja ei 
ole võrreldav isomorfismi tuvastamise protseduuriga. 
 

3.3. Ekstreemselt sümmeetriliste graafide isomorfismituvastus 
 
On konstrueeritud graafe, mille struktuuri tuvastamine on eriti huvitav. Näiteks, M. Klin’i jt 
[Netshepurenko] poolt konstrueeritud raskelt-eristatavad bisümmeetrilised tugevregulaarsed 40-
tipulised graafid SIBA ja SIBB omavad ühiseid binaarmärke –A:–2.6.8 (täiendil vastavalt 
+B:+2.20.142) ja +B:+2.4.6 (täiendil –A:–2.20.144). Märkidest on välja loetav, et SIBA ja SIBA on 
4-klikk-, 2-distants- ja 12-valents-regulaarsed. SIBA ja SIBB binaarmärkide kokkulangevusest 
järeldub nende sümmeetriaomaduste kokkulangevus. 
 
Kuna korrutismärgistuse printsiip tugevregulaarsete graafide puhul täpsustavaid binaarmärke ei 
anna, siis tuleb kasutada teisi süvaidentifitseerimise meetodeid. Paraku langevad ka graafide SIBA 
ja SIBB teist järku binaarmärgid (P1.1.1) –Am=2=–3.18.48 ja +Bm=2=+3.20.64 samuti kokku ning ei 
erista struktuure. Kolmandat järku binaargraaf gij

m=3 ei teki, see osutub tühjaks  . SIBA ja SIBB 
puhul on tegemist väga haruldaste struktuuridega. 
 
Nüüd jääb üle tuvastada graafide SIBA ja SIBB teist järku binaargraafide gij

m=2 struktuur, st 
moodustada nende lokaalsed semiootilised mudelid Sij

m=2 (P1.1.2). Selleks avame mõlemas graafis 
ühele suvalisele märgiklassile +Bm=2 vastava teist järku binaargraafi gm=2. 
 
 
N3.6. Bisümmeetriliste ja tugevregulaarsete graafide SIBA ja SIBB teist järku binaargraafide gij

m=2 
struktuur nende lokaalsete semiootiliste mudelite Sij

m=2 binaarmärkide tasemel: 
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Teist järku binaargraafi gm=2�� SIBA binaarmärgid lokaalses semiootiline mudelis Sij
m=2

A: 
–A=–2.6.8; –B=–2.4.4; –C=–2.3.2; D=+2.4.6; E=+3.12.28; F=+3.20.46. 

Teist järku binaargraafi gm=2�  SIBB binaarmärgid lokaalses semiootiline mudelis Sij
,m=2

B: 
–A=–2.6.8; –B=–2.4.4; C=+2.4.6; D=+3.12.24; E=+3.20.46. 

Binaarmärkide erinevusest järeldub teist järku binaargraafide mitte-isomorfsus. 
 
P3.3. Binaargraafide gA ja gB mitte-isomorfsusest järeldub graafide GA ja GB mitte-isomorfsus. 
 

3.4. Kahe polünomiaalse isomorfismituvastuse algoritmi väljunditest 
 
Esimene, Dharvadker-Teveti isomorfismituvastuse polünomiaalne algoritm [Dharwadker] rajaneb 
mittetäielike semiootiliste mudelite, kui kanooniliste esitiste SA ja SB formeerimisel. 
 
N3.8. Dharwadker-Teveti algoritmi väljund, graafi GA semiootiline mudel SA: 
 

Matrix A 4 5 1 2 3 7 8 6 

4 -0.1.0 -2.8.21 +2.5.7 +2.5.7 +2.5.7 +2.5.7 +2.5.7 +2.5.7 

5 -2.8.21 -0.1.0 +2.5.7 +2.5.7 +2.5.7 +2.5.7 +2.5.7 +2.5.7 

1 +2.5.7 +2.5.7 -0.1.0 -2.7.16 -2.7.16 +2.4.5 +2.4.5 +2.4.5 

2 +2.5.7 +2.5.7 -2.7.16 -0.1.0 -2.7.16 +2.4.5 +2.4.5 +2.4.5 

3 +2.5.7 +2.5.7 -2.7.16 -2.7.16 -0.1.0 +2.4.5 +2.4.5 +2.4.5 

7 +2.5.7 +2.5.7 +2.4.5 +2.4.5 +2.4.5 -0.1.0 -2.7.16 -2.7.16 

8 +2.5.7 +2.5.7 +2.4.5 +2.4.5 +2.4.5 -2.7.16 -0.1.0 -2.7.16 

6 +2.5.7 +2.5.7 +2.4.5 +2.4.5 +2.4.5 -2.7.16 -2.7.16 -0.1.0 

 
Tipuklassid VAk ja VBk on määratud vaid sagedusvektorite tasemel. Antud juhul on semiootilised 
mudelid täielikud, sest täiendavat dekomponeerimist siin vaja pole. See algoritm tuvastab 
isomorfismi ka ekstreemselt sümmeetriliste graafide nagu SIBA ja SIBB (vt N3.6) puhul. Algoritmi 
isomorfismituvastus kui ka polünomiaalsus on üksikasjalikult tõestatud. Algoritmi käsitlemine ja 
tulemuste esitamine on eeskujulikult disainitud. 

* 
Isomorfismiprobleemi polünomiaalsega lahenduse annab ka teine, Blazej Podsiadlo isomorfismi-
tuvastuse algoritm [Podsiadlo], mis on tema sõnul O(n3). Selle põhiline väljund on teatud suurimad 
väärtused <the biggest value> parameetritega nagu teede arv <paths>, automorfismide arv 
<automorphisms>, lahendamiseks kulutatud aeg <treal>. 
 
N3.9. Podsiadlo algoritmi väljund, mille põhjal ka graafide sarnasust mõõta saab: 
<example> <paths> <automorphisms> <treal> <the biggest value> 
 
<A> <7464960> <51840> <2m57.011s> 
22225780697500964570965465780943174414148314289373329445279392422428964798469338
21042719405754577875110179721773304399585144313227788979663142023016421504216767
86803877725700271887954588059323245147959799837063854397147649717283678693799805
73103179047818966387304387830423283405591144366704227236711352393085980534919893
92714049494008725024901283676435179374075384660700164314246730083748936847275009
78533365931549076597669812253320077432965869201259728770624981891511746224042212
00 
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<B> <1244160> <51840> <4m43.816s> 
22225780697500964570965465780943174414148314289373329445279392422428964798469338
21042719320881331690050361421236510444929896774705984357922978451371481916997803
74219353382974233990523835794385357692050347712780681876020610457624122754550464
11313074785929077002108862539314258558246216122361441977447436931023241071626921
18737276609400559158153127807996209487334667099023709188011542186468673965530522
21917772479448327901335088290550331691343285639201843291261639337656323940805736
00 
Result: NOT Isomorphic. 
Kommentaar: Selle „suurimate väärtuste” sarnasus on 88/482 st 18,25%. See iseloomustab kaht M. 
Klin’i [Netshepurenko] ekstreemselt sümmeetrilist graafi SIBA ja SIBB (vt Näide 3.6), mis omavad 
ühiseid lähte-binaarmärke. 
 
 

4. REKONSTRUKTSIOONIDE MODELLEERIMINE 
 
Graafide rekonstrueerimise ehk taastatavuse probleem on tuntud Ulami hüpoteesi all [Ulam]. 
Viimane on pälvinud alates oma püstitamisest 1946. aastal kuni tänapäevani paljude uurijate 
tähelepanu. Paraku puudub sellel siiani veel kõigile vastuvõetav üldine lahendus. Lahendatuks 
peetakse seda vaid üksikute graafitüüpide jaoks. Käsitlegem seda probleemi semiootilise mudeli 
aspektist. 
 

4.1. Seosed isomorfsete graafide ja nende (G\vi)-alamgraafide vahel 
 
Titovi teoreem. Kui graafi G kõik (G\vi)-alamgraafid on isomorfsed, siis on automorfismi rühm 
AutG tippude hulgal V transitiivne [Titov]. 
 
See tähendab, et graaf G on transitiivne ehk tippudest sümmeetriline, st esineb ainult üks 
tipupositsioon ��� � Vk=1=K=��� � (vi=1,…,vi=|V|)k=1=K millele vastab parajasti üks (G\vi)-alamgraafide 
isomorfismiklass � k=1=K.=(G\vi=1  �������� … �������� G\vi=|V|)k=1=K 
 
Tipupositsioon ��� � Vk on rühma AutG automorfismide transitiivsuspiirkond graafi G tippude 
ekvivalentsusklassi ehk positsiooni näol, mis on esitatud semiootilise mudeli S osamudelis Sk. 
 
N4.1. Isomorfsete graafide GA ja GB ekvivalentsed semiootilised mudelid SA ja SB (vt ka N3.8): 
 

A:-2.8.21; B:-2.7.16;  C:+2.4.5; D:+2.5.7  
 
 1  2  3  6  7  8| 4  5|  i  ABCD k 12  2  3  4  5  6  7| 1  8|  i  ABCD k  12 
 0 -B -B  C  C  C |  D  D |  1  0232 1 32  0  C -B -B  C  C |  D  D |  2  0232 1 32 
    0 -B  C  C  C |  D  D |  2  0232 1 32     0  C  C  -B -B |  D  D |  3  0232 1 32 
       0  C  C  C |  D  D |  3  0232 1 32        0 -B  C  C |  D  D |  4  0232 1 32 
          0 -B -B |  D  D |  6  0232 1 32           0  C  C |  D  D |  5  0232 1 32 
             0 -B |  D  D |  7  0232 1 32              0 -B |  D  D |  6  0232 1 32 
                0|  D  D |  8  0232 1 32                  0|  D  D |  7  0232 1 32  
                 | 0 -A |  4  1006 2 60                  |  0 -A |  1  1006 2 60 
                      0|  5  1006 2 60                        0|  8  1006 2 60  
 
Kommentaar: Graafi GA tipupositsioonid on (1, 2, 3, 6, 7, 8) ja (4, 5) ning Graafi GB 
tipupositsioonid on (2, 3, 4, 5, 6, 7) ja (1, 8). 
 
Vastavalt Prop. 2.7 ja 2.8 kehtib positsiooni ��� � V ja selle (G\vi)-alamgraafide vahel järgmine seos: 
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K4.1. Igale tipupositsioonile ��� � Vk=��� � (vi1,…,viq)k, k!� 1, K�, vastab isomorfismiklass � k, 
� k={(G\vi)1 ���� …�������� (G\vi)q}k ehk vastavate semiootiliste mudelite ekvivalentsus {S1 ����    ���� Sq}. 

 
Semiootiliste mudelite ekvivalentsusest järeldub, et graafi GA esimesele tipupositsioonile vastavad 
isomorfsed (G\vi)-alamgraafid GA\vi=1 �������� GA\vi=2 �������� GA\vi=3 �������� GA\vi=6 �������� GA\vi=7 �������� GA\vi=8 ning need 
kuuluvad esimesse isomorfismiklassi � k=1. Sellesse klassi kuuluvad järelikult ka graafi GB 
alamgraafid GB\vi=2 �������� GB\vi=3 �������� GB\vi=4 �������� GB\vi=5 �������� GB\vi=6 �������� GB\vi=7. Täpselt samasugune olukord on 
ka teise tipuorbiidi korral, kus moodustub isomorfismiklass � k=2. Kas seda peab tõestama!? 
 
P4.1. Graafide GA ja GB isomorfsusega kaasneb ka tipupositsioonide isomorfism, (��� � Vk)A �������� (��� � Vk)B, 
k!� 1, K�. 
 
P4.2. Isomorfsete graafide GA ja GB tipupositsioonide isomorfismiga (��� � Vk)A �������� (��� � Vk)B, k!� 1, K�" 
kaasneb nendele positsioonidele vastavate (G\vi)-alamgraafide ��isomorfismiklasside isomorfism, 
(� k)A �������� (� k)B, k!� 1, K�, kus (G\vi)A �� (� k)A ja (G\vi)B �� (� k)B. 
 
Isomorfsete graafide tipupositsioonide isomorfismiga (��� � Vk)A �������� (��� � Vk)B, kaasneva (G\vi)-
alamgraafide ��isomorfismiklasside isomorfism (� k)A �������� (� k)B kujutab endast sisuliselt isomorfismi-
klasside ühendit (� k)A ��� �  (� k)B, kus peale klassisiseste isomorfismide esinevad ka klassidevahelised 
isomorfismid G A\ vi �������� G B\vi). 
 

4.2. Ulami hüpotees 
 
Ulami hüpotees [Ulam] on olnud viimase poole sajandi graafiteooria üks uuritavamaid kuid 
üldtunnustatud lahendusi on vaid mõne graafiklassi jaoks. Miks nii? 
 
Ulami tõdemuse järgi kujutab rekonstrueerimine isomorfismi suhteid kahe graafi ja nende (G\vi)-
alamgraafide vahel. Neidsamu suhteid on käsitletud ptk 4.1 tipupositsioonide ja nendele vastavate 
(G\vi)-alamgraafide isomorfismiklasside põhjal. 
 
Ilmselt oli Ulam huvitatud küsimusest: kas graafi G alamgraafide G\vi hulk sisaldab piisavat teavet 
graafi G enda kohta? Siin on sobiv korrata, et semiootiline mudel S sisaldab seda teavet Kui graafid 
G ja H on esitatud semiootiline mudelite SG ja SH näol, siis on nende semiootilise ekvivalentsuse või 
mitteekvivalentsuse alusel (P3.2) tuvastatav nende isomorfism või mitteisomorfism. Isomorfismi G ����  
H korral võime K4.1 ning P4.1 ja P4.2 alusel väita, et iga k puhul esineb ka alamgraafide Gi ja H i 
isomorfism Gi ����  H i. 
 
Juba vanameistri W. T. Tutte [Tutte] järgi peaks rekonstruktsiooniprobleemi lahenduse otsingud 
algama just isomorfismiklassidest � . Ulami hüpoteesi sõnastus semiootilise mudeli valguses võiks 
olla järgmine. 
 
K4.2. Olgu graaf G esitatud semiootilise mudeliga SG ja graaf H semiootilise mudeliga SH. Olgu 
graafil G k tipupositsiooni (��� � Vk)G  ja graafil H k tipupositsiooni (��� � Vk)H. Kui iga k puhul on 
alamgraafide Gi = G\vi ja H i = H\vi semiootilised mudelid (Si)G ja (Si)H ekvivalentsed, siis on 
isomorfsed nii alamgraafid Gi ja H i kui ka lähtegraafid G ja H. 
 

4.3. Naaberstruktuuride modelleerimine – dekonstrueerimine 
 
Nagu defineeritud (D1.3) kujutavad graafi serva eemaldamisel G\eij saadud suurim alamgraaf Gsub 
ning serva lisamisel G� eij saadud väikseim ülemgraaf Gsup endast graafi G naabergraafe Gadj. 
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P4.3. Kui graafi G binaarorbiidile ��� � Rn = ��� � (r ij1,…,rijq)n rakendada serva-operatsioonid f on 
disjunktiivselt {(f ij)1 #…#�(f ij)q}n, siis moodustavad saadud naabergraafid isomorfismiklassi 
� n={(Gadj

n)1  ���� …�������� (Gadj
n)q}. 

 
Isomorfismiklassi � n kõik graafid Gadj omavad üht ja sama struktuuri GS ning kujutavad endast 
graafi G naaberstruktuuri GSadj, mis on esitatav selle klassi esindaja semiootiline mudeli Sadj kujul. 
 
D4.1. Disjunktiivset serva-operatsiooni Fn={( f ij)1 #…#�(f ij)q} n, mis muudab struktuuri GS selle 
naaberstruktuuriks GSadj nimetagem morfismiks Fn, Fn: GS


 
 GSadj. 
 
Seega, morfism Fn–: GS


 
 GSsup

n– indutseerib GS binaar(� )orbiidi ��� � Rn– baasil GS naaber-
ülemstruktuuri GSsup

n– ja morfism Fn+: GS


 
 GSsub
n+ indutseerib GS binaar(+)orbiidi ��� � Rn+ baasil 

GS naaber-alamstruktuuri GSsub
n+, mis kujutavad endast elementaarset struktuurimuutust. 

 
E4.3. Graaf struktuur GS.37 (6.9.4) (Graph Atlas’i [Graph Atlas] järgi G163), selle naaber ülem- ja 
alam-struktuurid ning morfismide Fn karakteristikud: 
 

A:-2.4.5; B:-2.3.2;  C:+2.3.3; D:+2.4.5.  
 

|  1  1  1 |  2  2  2 |             k     
 2-2   3-1    |  1  3  5| 2  4  6|   i    ABCD     12 
 �   �    | 0  D  D|  C –A  C |   1   1022  1  22 
1-1     4-2        0  D |  C  C -A |  3   1022  1  22 
�     �           0| -A   C  C |   5    1022  1   22  
               | 0 -B  -B |   2    1220  2  20 
 �   �                  0 -B |   4    1220  2   20 
 6-2   5-1                     0|  6   1220  2   20 
 

GSadj
n 1 2 

 
GS.37  

GSsupp
n- 

k.k’(p)  
PFsup

n- 

29 
2.2 (-B)  

3/6 

30 
1.2 (-A) 

3/6 
 

GS.37  
GSsub

n+ 

k.k’(p)  
PFsub

n+ 

72 
1.1 (+ D)  

3/9 

76 
1.2 (+ C) 

6/9 
 
Seega on struktuuril GS.37 kaks naaber-ülemstruktuuri, üks paaripositsiooni –B järgi, GSsup

n= –B, 
(GS.29 (6.10.11) G184) ja teine paaripositsiooni –A järgi, GSsup

n= –A (GS.30 (6.10.12) G180). Kõik 
kolm naaber-ülemgraafi –B järgi, Gsup

n= –B, on isomorfsed ja kõik kolm naaber-ülemgraafi –A 
järgi, Gsup

n= –A, on isomorfsed. 
 
Struktuuril GS.37 ka kaks naaber-alamstruktuuri, üks paaripositsiooni +D järgi, GSsub

n= +D, (GS.72 
(6.8.18) G148) ja teine paaripositsiooni +C järgi, GSsub

n= +C, (GS.76 (6.8.22) G137). Kõik kolm 
naaber-alamgraafi +D järgi on isomorfsed ja kõik kuus naaber-alamgraafi +C järgi on 
isomorfsed. 
 
K4.4. Iga struktuuri GS iga orbiidi ��� � Rn raames esinev morfism F määrab ka vastavale 
naaberstruktuurile GSadj, F: GS


 
 GSadj ülemineku ehk morfismi tõenäosuse 
PF=card|��� � Rn|:card|R|, kui orbiidi võimsuse ja vastavate tipupaaride arvu suhe. 
 
Meie juba t e a m e, et isomorfsetel graafidel GA ������������ GB �������� GC �������� … on isomorfsed naabergraafid 
(Gadj

n)A �������� (Gadj
n)B������������ (Gadj

n)C  ����  … . Graafi G erinevad naaberstruktuurid GSadj
n, n!� 1, N�, ei ole 

reeglina omavahel isomorfsed. 
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P4.4. Kui morfismid Fn: GS
 GSadj
n on disjunktiivselt F1#…#Fn#…#FN rakendatud GS 

binaarpositsioonidele ��� � R1,…,��� � Rn,…,��� � RN, siis on struktuur GS dekonstrueeritud 
(dekomponeeritud) oma naaberstruktuurideks GSadj

1,…,GSadj
n,…,GSadj

N. 
 
Mitte-dekonstrueeritavaid (-dekomponeeritavad) struktuure ei ole olemas. On juba t e a d a, et 
naaberstruktuur GSadj

n tähendab isomorfismiklassi � adj
n, mis võib sisaldada isomorfseid 

naabergraafe (Gadj
n)1 �������� (Gadj

n)2 ������������ (Gadj
n)3 ����  … $ GSadj

n �  � adj
n, 

 
4.4. Rekonstrueerimine – dekonstrueerimise pöördoperatsioon 

 
Graaf struktuuri GS taastatavus (rekonstruktsioon) on käsitletav naaberstruktuuride GSadj baasil. 
 
P4.5. Kui struktuur GS on dekonstrueeritud (dekomponeeritud) oma naaber-alamstruktuurideks 
GSsub

1,…,GSsub
n,…,GSsub

N, st suurimateks alamstruktuurideks (GS\eij)n, siis nende ühend 
��� � (GS\eij)n, n

+!� 1, N+� , rekonstrueerib (rekomponeerib) ehk taastab struktuuri GS. 
 
See kehtib eelkõige seosmaatriksite ühendi ��� � (E\eij)n = E kohta. 
 
P4.6. Kui struktuur GS on dekonstrueeritud (dekomponeeritud) oma naaber-ülemstruktuurideks 
GSsup

1,…,GSsup
n,…,GSsup

N, st väikseimaiks ülemstruktuurideks (GS� eij)n, siis nende ühisosa 
�� (GS� eij)n,�n

–!� 1, N–� , rekonstrueerib (rekomponeerib) ehk taastab struktuuri GS. Ühisosa 
kehtib siin ka vastavate seosmaatriksite plaanis, � (E� eij)n = E, E� G. 
 
Kõik struktuurid GS on ühtlasi ka naaberstruktuurid GSadj. Taastatavuse paratamatust 
demonstreerib järgnev struktuuride süsteem. 
 
D4.2. Süsteem, mis on moodustatud kõikidest |V|-elemendilistest struktuuridest (st |V|-tipulistest 
graaf-struktuuridest) {GS} |V| ja nendevahelistest morfismidest {F} kusjuures: 
i hulk {GS} |V| on jaotatud ja järjestatud servade arvu |E| järgi struktuuritasemeteks GSL, 
ii kus struktuurid GS on järjestatud struktuursete mõõtude järgi, 
nimetame struktuuride konstruktiivseks süsteemiks, ehk konstruktiivseks rekonstruktsioonide 
süsteemiks tähistatud GSR|V| kus |V| on süsteemi aste. 
 
N4.4. Kuuetipuliste struktuuride konstruktiivse süsteemi esimese poole võre, tähistatud GSR|V|=6. 
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Kommentaarid: a) Iga struktuur selles süstemis on naaberstruktuur. b) Iga struktuur on 
dekomponeeritav nii oma naaber-alamstruktuurideks kui ka naaber-ülemstruktuurideks. c) Iga 
struktuur on taastatav (rekonstrueeritav) oma naaber-alamstruktuuride kui ka naaber-
ülemstruktuuride põhjal. d) Näites N1.1. esitatud struktuur omab siin järjekorranumbrit 22. e) 
Esitatud struktuuride täiendid asuvad sümmeetriliselt selle süsteemi teises pooles. 
 
 

Kokkuvõte 
 
Struktuur (Ladina structura – (sise)ehitus) on defineeritud kui süsteemi elementide (peamiselt 
püsivat) ''sidususe- või organiseerituse vormi''. Aja jooksul on struktuuri kas hargnenud 
eritähenduslikeks mõisteteks või on muutunud sisult ähmaseks käibesõnaks (Penguin Dictionary). 
Struktuurisemiootika püüab mõistele struktuur omistada kindla tähenduse ja sisu: struktuur on 
isomorfsete graafide täielik invariant, st struktuuri invariantsete atribuutide süsteem, mis on 
esitatud semiootilise mudeli SM ehk struktuuri teksti näol. 
 
Tegemist on küllaltki delikaatse teemaga. Esiteks, tänapäeval puudub struktuuri mõiste kõiki 
rahuldav määratlus, teiseks, mõned matemaatikud ei aktsepteeri graafide struktuurisemiootilist 
käsitlemist ja kolmandaks, semiootikud ei mõista graafidega seotut üldse. 
 
Vaatamata sellele avab struktuurisemiootika graafide „varjatud külgi“, lahendab mõningaid 
klassikalisi probleeme mitteklassikalisel viisil ning püstitab ja lahendab uusi. Peamiseks 
probleemiks on struktuuri täielik kanooniline esitamine ja nende süsteemi konstrueerimine, mis on 
seotud taastatavuse ülesandega''. 
 
Struktuuri ja struktuurse ekvivalentsuse tuvastamise keerukus sõltub vaid tipupaaride arvust ja see 
ei ole võrreldav isomorfismi tuvastamise toimingutega. Struktuurisemiootika kujutab endast 
heuristiliste meetodite kompleksi struktuursete omaduste tundmaõppimiseks. 
 


